Probléme (11 points)

Une suspension, sur laquelle est placée une charge de masse M,
est composée d’un ressort vertical et, éventuellement, d*un amor-
tisseur (schématisés ci-contre).

Pour tout nombre réel # appartenant a ’intervalle [0 ;+oo[, on
désigne par y(t) I’amplitude du ressort a instant ¢,
On démontre en mécanique que Iamplitude y du ressort, qui est

une fonction supposée deux fois dérivable, est solution de
’¢quation différentielle :

(E) y"+cy'+4y=d, ' » gk
ou c et d sont des constantes liées au Systéme_ iy

Amoriisseur

Partie A — Systéme sans amortissement
On suppose, dans cefte parfie uniquement, que c=0 et d =0.
1. Résoudre I’équation différentielle (E), qui s’écrit alors y"+4y=0,

2. Déterminer la solution particuli¢re de I'équation différentielle (E) vérifiant les égalités ;
y©)=1 et ¥(©0)=-1.

Partie B — Systéme amorti

On suppose maintenant, aprés avoir modifié les paramétres du systéme, que l’ona: ¢c=4 et 4=8.
On admet qu’une solution particuliére de 1’équation différentielle (E) est définie sur Vintervalle
[0s+c0] par:

F@)=(4t+B)e™+2,
ou 4 et B sont deux constantes réelles que I’on va déterminer.

1. Détermination des constantes 4 et B

On donne dans le plan muni d’un »
repére orthogonal (0 : f,}") la re-

présentation graphique I' de Ia |\ : |
fonction f.
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On précise que

¢ lacoutbe I passe par le point de coordonnées (0 ; 4) ;
+ la courbe I" admet une tangente paraliéle 3 I’axe des abscisses en son point d’abscisse 1.

a) Déterminer 4 partir de ces renseignements la valeur de f(0).

, En déduire la valeur de la constante B.
b} Exprimer f'(f) en fonction de 4 et de B.

¢) A partir des renseignements précédents, déterminer la valeur de £'(1).
En déduire la valeur de la constante 4,

. Etude de la fonction 1
On admet désormais que pour tout nombre réel f appartenant 2 intervalle {o s+

f@O) =(-4t+2)e +2.

a) En remarquant que, pour tout nombre réel ¢ de [Pintervalle {O ;+oo[,
/f(t)=—4(e"2’+26‘2’+2,déterminerrlim 7. '

En déduire I’existence d’une asymptote a I dont on précisera une équation.

b) Vérifier que la fonction dérivée f' de la fonction 1 s’exprime, pour tout nombre réel 7 ap-
partenant & Uintervalle [0 ;+o[, par: f'(f)=8(z—1)e .

¢) En déduire le sens de variation de la fonction fsur Iintervalle [0 ;+00[ . Dresser le tableau
de variation sur ce méme intervalle.

d) Déterminer une équation de la tangente 7 a la courbe I" au point d’abscisse 0.

. Un calcul d’intéprale
Afin de mesurer les sollicitations de cet amortisseur, I"une des données 3 recueillir est
PPamplitude moyenne du ressort sur Pintervalle [0;10] donnée par Ia relation :

1 rw0
;1-1-6-[0 f(t)dr.

a) Montrer que la fonction G définie sur Iintervalle [0;+o] par G(r)=2te%, est une primi-
tive de la fonction g définie sur Pintervalle [0 ;+cof par : g(f) = (- 41 +2) e,

b} En déduire la valeur exacte de I’amplitude moyenne x du ressort, puis la valeur approchée
arrondie 4 I’entier le plus proche.
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