36  Analyse fonction
d s Séries numériques, séries dans les espaces vecloriels normés ar

ﬁvecp=N—qunaurup; i

' Po pour ¢ £ N — pg. Soit done N

N2z Py, on veuttcuuper la somme en trois parties j::::| pour cecignun aﬁ 3

Q'g%ﬁ' ~ Po. soit finalement N = pg + ¢p. ;
na

Wumnime d'une série convergente n'a pas les propriétés algébriques d'une
Bmne,

S e 1
N ZW?UN—Q* -VU) + N+ Z (VeUn_q = V) . Le «fin du fin» sur les séries

+
i qos Q"E-N—pﬂ
1 Nri Z (VeUn - ¢ = V) On va étudier quaFre propriétés, trois Eu?tant en fm‘t gur llndexgmn,
N-py<qeN permutation, sommation par pagquets, partition des indices, la quatriéme,

\i transformation d'Abel concernant un travail sur le terme général de la

Notons, Y,z et ty ces trois sommes. On a, par inégalité triangu- -

laire,

lun| < _'N% (42 4. Vo)), Action des permutations
1 Soit une série u de terme général 1, dans R ou C, ou plus générale-
r e 2 ! :
Iyl N1 (4% + V) ment dans F espace vectoriel normé, On a vu qu'en fait u est une ap-

plication de ™ dans E. 8i ¢ est une bijection de N dans N, l'application
1 = 10 est une nouvelle suite donc on lui associe une série v de terme

fuant 4 la deuxiéme somme, comme Ve = V] < & (car ¢ > ), et
i général vn = wy(p) obtenue en permutant les termes de u.

[UN_,!.—Ulas;s,{carN—q;N—m;pn}.nna

|
lzn| £ W{N—Pﬁl =qo+1)(eA+e|V]) € e(A+V])

_:|“

11.69. Un exemple. Soit la série alternée « de terme général 1, = (n .

{sirie dite harmonique), de somme [T, On permute les termes de u de fagon
ii prendre un terme positif puis deux négatifs, dans l'ordre ot ils figurent

dans .

En fait, la majoration U] < Aet IV;
, k| < A pour k :
allU|<Aet|V|< Aen passant & la limite, dﬂu vl e

2
x| < 2604 + 2470 + @) On posd S8

N+1 :
majo imite si i ] 1
infin‘l;ﬂl.:l: ; };?2;.5-!:?} P:ﬂur 1:::1“-& si N te;d vers l'infini, done devenant AR AN = T

ur Jv assez grand, ce qui prouve la conve BrCe
de zpy vers 0 et achéve la Justification. On donnera, dans le chﬂpitrrge sur 7 l Vo _L W _l:
3’ 6’ 8

les séries entidres, une justification plus rapide de ce résultat, u
et plus généralement comme on travaille par tranches de trois tmrm.‘:si Vg

fera intervenir linverse du (k+1)**™ nombre impair, soit vg;, = TR
1 1
ok U3k+l = "ok 4 1)’ k2T TRk +a)

On verra, tout de suite aprés I'étude de 'action des permutations, que
l'on peut, dans la série v, associer 2 termes, en prendre 1, en associer 2,
en prendre 1, ..., sans modifier la nature ni la somme de la série en cas
de convergence (voir Théoréme 11.78).

] iln peut remar:;uer que la mise en forme consiste 4 mettre en évidence
es _'.r_puthésea. D¥abord, pour retrancher un nombre & une somme. |
plus‘mmpl:a est de transformer ce nombre en somme indexée élu la mi;m:
maniére, doi un travail terme 4 terme sur VeUn—q—VU, oi on peut faire
apparaitre la différence (V;— V)Un—g ... ce qui introduit (Un—q =NV
Le reste n'est que routine. i .

Venons en enfin aux traitements bizarre ' i i
Aux séries, certains de ces traitements mﬂttarft gnueéil%x;n?uiuret;':ifq:zb;:
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Cela donne

yo 64 Tiitts-; o)) 1
T Okl 2TkAL) B LT) T2 = Tompioy
{=1]"

1
la série w a donc pour terme général — | ——— |. Diantre! B
28 mw+1

ok

L'action de la permutation initiale a done divisé par deux la somme,
O allons-nous =i on ne peut plus faire ce qu'on veut.

Cét exemple nous montre la nécessité de résultats précis, que nous
allons établir,

THEOREME 11.70. — Soit une série u de terme général uy, dans E espace
vectoriel normé complef, et @ une permutation de M. Si w est absolument
convergente, la série v des v, = a(n) €5t absolument convergente, et de
somme V =T,

Ce résultat sera d'un emploi fréquent pour les séries entiéres. Si on
pose ap = ||un|| et Ay = ag + a1 + ... + @, on sait que la suite des
sommes partielles A, est convergente, donc majorée par une constante
A, (Sa somme d'ailleurs).

Avec by, = ||vg|| = HH'PU‘-J” = Gk}, ON aura done
Bn=bo+bi+...+bn = ay0)+. .. + Gy < Aqupfp(0),....pk)) S A

La suite, croissante, des By, étant majorée est convergente, d'oni la
convergence absolue de la série v,

Soit alors U, = up +upf+. .. + 1, une somme partielle de «. Comme
i est une bijection de M et que vy = U, on a ur = v,—1(,y done

Un = Up-1(0) + Vp-101) - + Vp=1(n)-

Soit r(n) = sup{p 1(0), ¢~ 1(1),...,9 " (n}}, la somme partielle Vein)
est telle que Vi) — Uy soit la somme des v, pour k < r(n), mais

Sérles numériques, séries dans les espaces vectorlels normes ]

k@ {=1(0),71),. .., {n)} soit encore k tel que
olk) & {0,1,...,n}. Or la série u converge absolument. On a :

q
Ve = nr 3”“’1 V:ﬂ‘ ; Ty \':"'E!' = g, E ||u“|| ""‘{"- Ey
n=p

o fortiori toute somme d'un nombre fini de ||uy|| pour des indices n = ny
pera majorée par une somme du type précédent, donc par £,

Si on choisit dans ce qui précéde, n = np, il existe done r(n), (r est
fonction de n), tel que ||V,(,y — Un|| < €. En outre, r(n), borne supérieure
d'un ensmble de n + 1 entiers est supérieur ou égal 4 n. 5i done n tend
vers Uinfini, 7(n) aussi, et & la limite on obtient ||V — U|| < £. Ceci pour
tout £ > 0 dot V' = U. .

Quand aux séries semi-convergentes, I'exemple donné montre qu'il faut
pe méfier. On peut en fait établir le résultat suivant :

THEOREME 11.71. — Soit une série semi-convergente rdelle, 1, non absm_'.'u-
ment convergente. Pour tout S de R U {—oco} U {400}, il existe au moins
une permutation  de M telle que la série v = u o p «converge » vers 5.

« Converge » car 51 5 = 400 ou —oo il ¥ a divergence.
Procédons par étapes. On dispose de u, de terme général réel ur,, semi-
convergente, non absolument convergente.

LEMME 11.72. — Seit I = {n; un, > 0} et J = {n; up < 0}, [ et J sont
des ensembles infinis.

Car si card(]) était fini par exemple, et si ng = supl, ¥n = my,
ity < 0, done iy = —|uy|, et la convergence de la série u serait alors
absolue. On conclut de méme si card(.J) fini. u

Comme il faut mettre les termes nuls quelque part, on va noter, pour
p € W, w(p) lindice du (p + 1)**™* terme 1y, avee un > 0 et 1(p) lindice
du (p+ 1)™€ terme tun, avec tun < 0, an = Uy(y), le (n + 1}#™€ terme
strictement positif de u, et by = Uyp(n)s le (n + 1]1'“’5"“"'E terme négatif ou
nul de w.

LEMME 11.73. — Les séries o et b de termes généraux an et by sont
divergentes.




